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Предисловие  

В связи с изучением в начальной школе элементов  
наивной теории множеств обнаруживаются некоторые 
трудности [1] (см. в этой связи также [16]). Эти трудности 
возникают из-за употребления таких базовых для содержа-
тельной логики понятий как «тот же самый» и «такой же». 
Когда ребенок имеет дело с объемным материальным 
предметом, за которым может непрерывно наблюдать, пу-
таницы между этими двумя понятиями не возникает. Но 
когда ученику приходится иметь дело не с самими предме-
тами, а с их изображениями (на странице учебника или на 
мониторе компьютера), то, если не принять специальных 
мер предосторожности, такая путаница неизбежно возника-
ет. Действительно, как различить две ситуации: а) дважды 
изображен один и тот же предмет; б) изображены два оди-
наковых предмета? (Некоторые предложения на этот счет 
содержатся в [1].) 

Ситуация осложняется еще и тем, что в последние годы у 
«школьной» теории множеств появился влиятельный конку-
рент – развитая А.Л. Семеновым теория мешков [2], в кото-
рой ведущим отношением между объектами (содержащи-
мися в мешках) является отношение одинаковости, тогда 
как в теории множеств ведущим является отношение сов-
падения. 

Вопрос о том, как совместить теорию множеств с тео-
рией мешков, далеко не тривиален [1]. Снять остроту про-
блемы могла бы, на наш взгляд, разработка специальных 
простых упражнений на усвоение разницы между понятия-
ми «тот же самый» и «такой же». Такие упражнения никак 
не повредили бы усвоению понятий «множество» и «ме-
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шок» и препятствовали бы возникновению путаницы меж-
ду двумя данными понятиями. На наш взгляд, диаграммы 
Эйлера представляют собой средство, идеально подходя-
щее для избавления от этой путаницы.  

Все упражнения комбинаторного характера, помещен-
ные в пособие, привязаны к соответствующим диаграммам 
Эйлера и ориентированы именно на решение упомянутой 
выше проблемы.  

Рассмотрим пример такого упражнения.  

Пример.  

Расположить на плоскости два обруча А и В, 3 прямо-
угольника (два одинаковых маленьких и один большой) и 
3 треугольника (два одинаковых маленьких и один большой) 
так, чтобы: 

а) все прямоугольники и все треугольники оказались 
внутри обручей; 

б) внутри каждого обруча не было одинаковых фигур. 

Решение этой задачи изображено на рис. 40. После то-
го, как решение найдено, к нему могут быть поставлены 
вопросы: 

Как правильно? 
а) «Один и тот же маленький прямоугольник располо-

жен внутри обручей А и В»; 
б) «маленький прямоугольник внутри обруча А и ма-

ленький прямоугольник внутри обруча В – одинаковые»; 
в) «большой прямоугольник внутри обруча А и большой 

прямоугольник внутри обруча В – одинаковые»; 
г) «один и тот же большой прямоугольник находится 

внутри обруча А и внутри обруча В». 
Авторы должны отметить, что при разработке данной 

темы на них оказали существенное влияние труды 
А.К. Звонкина [3] и А.А. Столяра (с соавторами) [4], а так-
же математическая игра «Магические круги» [8].  
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Заметим, что отработка фундаментальных математиче-
ских понятий «такой же» и «тот же самый» закладывает, по 
мнению авторов, основы понятийного мышления у детей. 
(Как известно, по мнению Л.С. Выготского, формирование 
у ребенка понятийного мышления является одной из важ-
нейших целей воспитания.)  

Заметим также, что трудности, возникающие у детей 
при необходимости отличить «тот же самый объект» от 
«точно такого же», наверняка связаны с тем, что понятие 
постоянного объекта не является для человека врожденным 
(см., например, [15]). 

В настоящее издание включен  новый (по сравнению  
с [17]) раздел 8, содержащий ряд текстовых задач, раз- 
работанных М.М. Бахтиным. Решение этих задач опирается 
на использование диаграмм Эйлера.  

В заключение подчеркнем, что данное пособие адре- 
совано, прежде всего, студентам педвузов – будущим 
учителям математики и информатики в начальной школе, 
но многие задачи вполне доступны детям, ученикам 3–4 
классов.  

Авторы признательны О.В. Бахтиной, внесшей суще- 
ственный вклад в предыдущую версию книжки; по ее 
просьбе ее имя убрано с обложки настоящего издания. 

 
 

Авторы, 
Москва, январь 2017–2021 
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1. ЗАДАЧИ 1–42 

Задача 1. Разместить на плоскости 3 обруча А, В, С и 
четыре маленьких прямоугольника так, чтобы все прямо-
угольники оказались внутри обручей и внутри каждого 
обруча оказалось по два прямоугольника. 

Задача 2. Разместить на плоскости 3 обруча А, В, С и 
пять маленьких прямоугольников так, чтобы все прямо-
угольники оказались внутри обручей и внутри каждого 
обруча оказалось по три прямоугольника. 

Задача 3. Разместить на плоскости 3 обруча А, В, С и 
пять маленьких прямоугольников так, чтобы все прямо-
угольники оказались внутри обручей и, кроме того, внутри 
А было вдвое меньше прямоугольников, чем внутри В и 
втрое меньше прямоугольников, чем внутри С. 

Задача 4. Разместить на плоскости 3 обруча А, В, С и 
три маленьких прямоугольника так, чтобы все прямоуголь-
ники оказались внутри обручей, причем внутри каждого 
обруча было по два прямоугольника. 

Задача 5. Разместить на плоскости 3 обруча А, В, С и 
семь маленьких треугольников так, чтобы все треугольники 
оказались внутри обручей, причем внутри каждого обруча 
было по пять треугольников. 

Задача 6. Разместить на плоскости 3 обруча А, В, С и 
четыре маленьких треугольника так, чтобы все треугольни-
ки оказались внутри обручей и, кроме того, чтобы внутри 
обруча А оказалось в три раза больше треугольников, чем 
внутри обруча В и чем внутри обруча С. (Таким образом, 
внутри В и внутри С должно содержаться одинаковое ко-
личество треугольников.) 

Задача 7. Разместить на плоскости 3 обруча А, В, С и 
четыре маленьких прямоугольника так, чтобы все прямо-
угольники оказались внутри обручей, причем внутри каж-
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дого обруча должно быть помещено по 2 прямоугольника 
и, кроме того, никакой прямоугольник не должен нахо-
диться одновременно внутри В и внутри С. 

Задача 8. Разместить на плоскости 3 обруча А, В, С и 
шесть маленьких прямоугольников так, чтобы все прямо-
угольники оказались внутри обручей и внутри каждого 
обруча оказалось по три прямоугольника. 

Задача 9. На плоскости размещены два обруча А и В и 
несколько маленьких шестиугольников. Все шестиугольни-
ки находятся внутри какого-нибудь обруча. Известно, что и 
внутри А и внутри В содержится по 2/3 от общего количе-
ства шестиугольников. Какое наименьшее количество ше-
стиугольников могло быть размещено на плоскости? 

Задача 10. На плоскости размещены два обруча А и В и 
несколько маленьких шестиугольников. Все шестиугольни-
ки находятся внутри какого-нибудь обруча. Известно, что и 
внутри обруча А, и внутри обруча В содержится по 3/4 от 
общего количества шестиугольников. Какое наименьшее 
количество шестиугольников могло быть размещено на 
плоскости? 

Задача 11. На плоскости размещены два обруча А и В и 
несколько маленьких прямоугольников. Все прямоугольни-
ки находятся внутри какого-нибудь обруча. Известно, что 
внутри обруча А содержится 3/4 от общего количества 
прямоугольников, а внутри обруча В – половина от общего 
количества прямоугольников. Какое наименьшее количе-
ство прямоугольников могло быть размещено на плоско-
сти? 

Задача 12. На плоскости размещены два обруча А и В и 
несколько маленьких прямоугольников. Все прямоугольни-
ки находятся внутри какого-нибудь обруча. Известно, что 
внутри обруча А содержится 2/3 от общего количества 
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прямоугольников, а внутри обруча В – половина от общего 
количества прямоугольников. Какое наименьшее количе-
ство прямоугольников могло быть размещено на плоско-
сти? 

Задача 13. На плоскости размещены три обруча А, В и 
С и несколько маленьких пятиугольников. Все пятиуголь-
ники находятся внутри какого-нибудь обруча. Известно, 
что внутри обруча А содержится 2/3 от общего количества 
пятиугольников, а внутри обруча В – половина от общего 
количества пятиугольников и внутри обруча С – половина 
от общего количества пятиугольников. Какое наименьшее 
количество пятиугольников могло быть размещено на 
плоскости? 

Задача 14. Разместить на плоскости 2 обруча А и В и 
семь маленьких шестиугольников так, чтобы все шести-
угольники оказались внутри обручей и, кроме того, внутри 
обруча А было втрое меньше шестиугольников, чем внутри 
обруча В. 

Задача 15*. Даны два обруча, А и В, а также написан-
ные на карточках числа: 1, 1, 3, 3, 5, 7, 9. Требуется разме-
стить на плоскости эти два обруча и карточки с числами 
так, чтобы были выполнены два условия: 

а) все карточки должны находиться внутри обручей, 
б) сумма чисел внутри обруча А должна быть в три ра-

за меньше суммы чисел внутри обруча В. 

Задача 16*. Даны два обруча, А и В, а также написан-
ные на карточках числа: 7, 9, 15, 27, 36, 63. Требуется раз-
местить на плоскости эти два обруча и карточки с чис-
лами так, чтобы были выполнены условия:  

а) все карточки должны находиться внутри обручей, 
б) НОД (П′, П′′) = 3. 
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Здесь П′ и П′′ – произведения всех чисел, лежащих 
внутри обруча А и внутри обруча В соответственно. 

Задача 17*. Даны два обруча, А и В, а также написан-
ные на карточках числа: 2, 7, 9, 15, 27, 36, 63. Требуется 
разместить на плоскости эти два обруча и карточки с 
числами так, чтобы были выполнены условия:  

а) все карточки должны находиться внутри обручей, 
б) НОД (П′, П′′) = 6. 
Здесь П′ и П′′ – произведения всех чисел, лежащих 

внутри обруча А и внутри обруча В соответственно. 

Задача 18*. Даны два обруча, А и В, а также написан-
ные на карточках числа: 2, 39, 9*S, 27*T, 55, 25*Q, 125*R. 
Требуется разместить на плоскости эти два обруча и 
карточки с числами так, чтобы были выполнены условия:  

а) все карточки должны находиться внутри обручей, 
б) НОД (П′, П′′) = 30, 
в) внутри каждого обруча должно быть расположено 

одно и то же количество карточек.  
Здесь П′ – произведение всех чисел, лежащих внутри 

обруча А; П′′ – произведение всех чисел, лежащих внутри 
обруча В; S, T, Q, R – попарно различные простые числа, 
большие 13. 

Задача 19**. Разместить на плоскости три обруча А, 
В, С и 10 прямоугольников так, чтобы  

1) число прямоугольников внутри обруча А составляло 
2/9 от числа прямоугольников, расположенных внутри хо-
тя бы одного из двух обручей В, С; 

2) число прямоугольников внутри обруча В составляло 
5/7 от числа прямоугольников, расположенных внутри хо-
тя бы одного из двух обручей А, С; 

3) число прямоугольников внутри обруча С было равно 6. 
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Задача 20. Можно ли так расположить на плоскости 
2 обруча А и В и 11 маленьких звездочек, чтобы все звез-
дочки оказались внутри обручей, и внутри каждого обруча 
содержалось по10 звездочек? 

Задача 21. Разместить на плоскости 3 обруча А, В, С и 
восемь маленьких прямоугольников так, чтобы все прямо-
угольники оказались внутри обручей и внутри каждого 
обруча оказалось по четыре прямоугольника.  

Задача 22. Можно ли так расположить на плоскости 2 
обруча А и В и 10 маленьких ромбов, чтобы все ромбы 
оказались внутри обручей и внутри каждого обруча содер-
жалось 3/5 от общего количества ромбов? 

Задача 23. Можно ли так расположить на плоскости 2 
обруча А и В и 9 маленьких звездочек, чтобы все звездочки 
оказались внутри обручей, и внутри каждого обруча со-
держалось 6 звездочек? 

Ниже в задачах 24–31 приняты следующие обозна-
чения: А, В, С – обручи, a, b, c – количества прямо-
угольников, расположенных внутри соответствующих 
обручей. 

Задача 24. Расположить на плоскости два обруча А  
и В и пять маленьких прямоугольников так, чтобы все  
прямоугольники оказались внутри обручей и при этом 
НОК(a, b) = 3. 

Задача 25. Расположить на плоскости два обруча А  
и В и шесть маленьких прямоугольников так, чтобы все 
прямоугольники оказались внутри обручей и при этом 
НОК(a, b) = 4. 

Задача 26. Расположить на плоскости два обруча А  
и В и семь маленьких прямоугольников так, чтобы все  
прямоугольники оказались внутри обручей и при этом 
НОК(a, b) = 6. 
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Задача 27. Расположить на плоскости три обруча А,  
В, С и четыре маленьких прямоугольника так, чтобы все 
прямоугольники оказались внутри обручей и при этом 
НОК(a, b, c) = 2. 

Задача 28. Расположить на плоскости три обруча А, В, 
С и четыре маленьких прямоугольника так, чтобы все  
прямоугольники оказались внутри обручей и при этом 
НОК(a, b, c) = 3. 

Задача 29. Расположить на плоскости три обруча А, В, 
С и пять маленьких прямоугольников так, чтобы все  
прямоугольники оказались внутри обручей и при этом 
НОК(a, b, c) = 4. 

Задача 30. Расположить на плоскости три обруча А, В, 
С и шесть маленьких прямоугольников так, чтобы все  
прямоугольники оказались внутри обручей и при этом 
НОК(a, b, c) = 3. 

Задача 31. Расположить на плоскости три обруча А, В, 
С и семь маленьких прямоугольников так, чтобы все  
прямоугольники оказались внутри обручей и при этом 
НОК(a, b, c) = 4. 

Ниже используются обозначения: S' – сумма чисел 
на карточках, расположенных внутри обруча А; S'' – 
сумма чисел на карточках, расположенных внутри об-
руча В; S''' – сумма чисел на карточках, расположенных 
внутри обруча C. 

Задача 32. Расположить на плоскости три обруча А, В, С 
и четыре карточки с числами 1, 1, 2, 2 так, чтобы все карточки 
оказались внутри обручей и при этом НОК (S′, S′′, S′′′) = 2. 

Задача 33. Расположить на плоскости три обруча А, В, С 
и пять карточек с числами 1, 1, 1, 2, 2 так, чтобы все карточки 
оказались внутри обручей и при этом НОК (S′, S′′, S′′′) = 3. 
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Задача 34. Расположить на плоскости три обруча А, В, 
С и пять карточек с числами 1, 1, 2, 2, 2 так, чтобы все кар-
точки оказались внутри обручей и при этом НОК (S′, S′′, 
S′′′) = 4. 

Задача 35. Расположить на плоскости три обруча А, В, 
С и шесть карточек с числами 1, 1, 1, 2, 2, 2 так, чтобы все 
карточки оказались внутри обручей и при этом НОК (S′, S′′, 
S′′′) = 5. 

Задача 36. Расположить на плоскости три обруча А, В, 
С и семь карточек с числами 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 так, чтобы все 
карточки оказались внутри обручей и при этом НОК (S′, S′′, 
S′′′) = 4. 

Задача 37. Расположить на плоскости три обруча А, В, 
С и восемь карточек с числами 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 3 так, чтобы 
все карточки оказались внутри обручей и при этом НОК (S′, 
S′′, S′′′) = 4. 

Задача 38. Расположить на плоскости три обруча А, В, 
С и, кроме того, шесть фигур: два квадрата – большой бе-
лый и маленький черный; два треугольника – большой чер-
ный и маленький белый; два круга – большой белый и ма-
ленький черный. 

Все фигуры должны быть расположены внутри обру-
чей, причем нужно удовлетворить следующим условиям:  

а) внутри каждого обруча должны лежать ровно три фи-
гуры, по одной фигуре каждой из трех форм (один квадрат, 
один треугольник и один круг);  

б) одновременно внутри двух обручей могут находиться 
только черные фигуры.  

Задача 39. Расположить на плоскости три обруча А, В, 
С и, кроме того, шесть фигур: два квадрата – большой бе-
лый (1) и маленький черный (2); два треугольника – боль-
шой черный (1) и маленький белый (5); два круга – боль-
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шой белый (1) и маленький черный (0). В скобках указаны 
цифры, написанные на соответствующей фигуре. 

Все фигуры должны быть расположены внутри обручей 
и, кроме того, нужно удовлетворить следующим условиям:  

а) суммы чисел внутри каждого из обручей должны 
быть одинаковы;  

б) внутри каждого обруча может располагаться не более 
четырех фигур.  

Задача 40. На плоскости расположены два обруча А и 
В и три прямоугольника так,что выполнены следующие 
условия: 

а) все прямоугольники расположены внутри обручей; 
б) один и тот же прямоугольник расположен внутри 

обоих обручей; 
в) внутри каждого обруча все прямоугольники одинако-

вые. 
Может ли быть так, что: 
1) один прямоугольник – синий, другой – красный, а 

третий – зеленый? 
2) среди прямоугольников ровно два синих?  

Задача 41. На плоскости расположены два обруча А и В 
так, как показано на рис. 41. 

Соответствующие области на плоскости мы обозначим 
А\В, В\А и А∩B.  

В области А\В расположено s камней, в области В\А рас-
положено t камней, в области А∩B расположено w камней.  

Играют двое, ходы делают по очереди. За один ход раз-
решается взять любое количество камней при условии, что 
все взятые камни расположены внутри одного и того же 
обруча. (При этом разрешается одновременно брать камни 
из областей А\В и А∩B, так как все такие камни лежат 
внутри обруча А; соответственно разрешается одновремен-
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но брать камни из областей В\А и А∩B, так как все такие 
камни лежат внутри обруча В.) Выигрывает тот, кто своим 
ходом забирает последний камень. Кто выигрывает при 
правильной игре – начинающий или продолжающий? 

Задача 42. Расположить на плоскости три обруча А, В, 
С и пять карточек с написанными на них числами: 1, 9, 9, 3, 
3 так, чтобы все карточки находились внутри обручей и, 
кроме того, были выполнены условия: 

а) суммы чисел внутри всех обручей одинаковы; 
б) внутри каждого обруча расположено не более трех 

карточек. 
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2. ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ  
К ЗАДАЧАМ 1–42 

Ко всем приведенным ниже рисункам могут быть по-
ставлены следующие вопросы: 

а) Какие объекты, изображенные на рисунке, можно 
считать одинаковыми? (Термины «одинаковый» и «такой 
же» мы считаем синонимами.) 

б) О каком объекте, изображенном на рисунке, и в ка-
ком контексте можно сказать «тот же самый», «этот же 
самый»? 

в) Что позволяет нам отличать «тот же самый объект» 
от «такого же», но другого?  

 
Замечание. Две плоские геометрические фигуры (два 

квадрата, два треугольника, два круга и др.) мы будем 
называть одинаковыми, если они  

а) одного цвета; 
б) могут быть полностью совмещены друг с другом, ес-

ли их перемещать как твердые тела. 
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Задача 1. См. рис. 1. 
 
 
 
 

 

Рис. 1 
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Задача 2. См. рис. 2. 
 
 
 
 

 

Рис. 2 
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Задача 3. См. рис. 3. 
 
 
 
 

 

Рис. 3 
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Задача 4. См. рис. 4. 
 
 
 
 

 

Рис. 4 
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Задача 5. См. рис. 5. 
 
 
 
 

 

Рис. 5 
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Задача 6. См. рис. 6. 
 
 
 
 

 

Рис. 6 
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Задача 7. См. рис. 7. 
 
 
 
 

 

Рис. 7 
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Задача 8. См. рис. 8. 
 
 
 
 

 

Рис. 8 
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Задача 9. См. рис. 9. 
 
 
 
 

 

Рис. 9 
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Задача 10. См. рис. 10. 
 
 
 
 

 

Рис. 10 
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Задача 11. См. рис. 11. 
 
 
 
 

 

Рис. 11 
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Задача 12. См рис. 12. 
 
 
 
 

 

Рис. 12 
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Задача 13. См. рис. 13. 
 
 
 
 

 

Рис. 13 
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Задача 14. См. рис. 14. 
 
 
 
 

 

Рис. 14 
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Задача 15. Даны два обруча, А и В, а также написан-
ные на карточках числа: 1, 1, 3, 3, 5, 7, 9. Требуется разме-
стить на плоскости эти два обруча и карточки с числами 
так, чтобы были выполнены два условия: 

а) все карточки должны находиться внутри обручей, 
б) сумма чисел внутри обруча А должна быть в три ра-

за меньше суммы чисел внутри обруча В. 

Решение. Прежде всего, заметим, что эта задача реша-
ется обыкновенным перебором вариантов. Однако такое 
решение неинтересно. Кроме того, если рассмотреть анало-
гичную задачу, в которой участвует не семь, а, скажем, 
20 карточек с числами, то прямой перебор вполне может 
стать затруднительным занятием. 

Поэтому мы будем решать данную задачу при помощи 
следующих рассуждений. Сосчитаем сначала общую сумму 
всех чисел на карточках. Эта сумма в нашей задаче равна 29. 
Если бы обручи не налегали друг на друга, то сумма чисел 
внутри обруча А должна была бы быть равна одной четверти 
от 29. Но 29 на 4 нацело не делится. Значит, обручи пересе-
каются, и какая-то карточка (или какие-то карточки) обяза-
тельно лежит одновременно во внутренности обоих обручей. 
Ближайшее к 29 число, большее, чем 29, и притом делящееся 
на 4, – это 32. Поскольку 32 – 29 = 3, проверяем, не лежит ли 
число 3 во внутренности обоих обручей.  

Действительно, предположим, что число 3 (и только 
оно одно) лежит во внутренности обоих обручей. Обозна-
чим через S' сумму чисел, лежащих внутри обруча А, а че-
рез S'' – сумму чисел, лежащих внутри обруча В. Тогда, 
очевидно, будем иметь  

S' + S'' = 32, 
S'' = 3S', 

откуда легко получаем 
S' = 8,  

S'' = 24. 
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Из рис. 15 видно, что решение действительно найдено. 
Нетрудно проверить, что в данной задаче других решений 
нет. 

 
 

 

Рис. 15 
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Задача 16. См. рис. 16. 
 
 
 
 

 

Рис. 16 
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Задача 17. См. рис. 17. 
 
 
 
 

 

Рис. 17 
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Задача 18. См. рис. 18. 
 
 
 
 

 

Рис. 18 
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Задача 19. См. рис. 19. 
 
 
 
 

 

Рис. 19 
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Задача 20. См. рис. 20. 
 
 
 
 

 

Рис. 20 
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Задача 21. См. рис. 21. 
 
 
 
 

 

Рис. 21 
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Задача 22. См. рис. 22. 
 
 
 
 

 

Рис. 22 
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Задача 23. См. рис. 23. 
 
 
 
 

 

Рис. 23 
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Задача 24. См. рис. 24. 
 
 
 
 

 

Рис. 24 
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Задача 25. См. рис. 25. 
 
 
 
 

 

Рис. 25 
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Задача 26. См. рис. 26. 
 
 
 
 

 

Рис. 26 
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Задача 27. См. рис. 27. 
 
 
 
 

 

Рис. 27 
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Задача 28. См. рис. 28. 
 
 
 
 

 

Рис. 28 
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Задача 29. См. рис. 29. 
 
 
 
 

 

Рис. 29 
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Задача 30. См. рис. 30. 
 
 
 
 

 

Рис. 30 
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Задача 31. См. рис. 31. 
 
 
 
 

 

Рис. 31 
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Задача 32. См. рис. 32. 
 
 
 
 

 

Рис. 32 
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Задача 33. См. рис. 33. 
 
 
 
 

 

Рис. 33 
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Задача 34. См. рис. 34. 
 
 
 
 

 

Рис. 34 
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Задача 35. См. рис. 35. 
 
 
 
 

 

Рис. 35 
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Задача 36. См. рис. 36. 
 
 
 
 

 
 

Рис. 36 
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Задача 37. См. рис. 37. 
 
 
 
 

 
 

Рис. 37 
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Задача 38. См. рис. 38. 
 
 
 
 

 
 

Рис. 38 
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Задача 39. См. рис. 39. 
 
 
 
 

 
 

Рис. 39 
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Пример из Предисловия. См. рис. 40. 
 
 
 
 

 
 

Рис. 40 
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Задача 41. См. рис. 41.  
 

Указание. Методы, с помощью которых решаются по-
добные задачи, изложены в литературе по элементарной 
теории игр (см., например, книжку: Шень А. Игры и стра-
тегии с точки зрения математики. – М.: МЦНМО, 2008). 
Детям, конечно, нужно предлагать эту задачу при конкрет-
ных небольших значениях параметров s, t, w.  

 

 
 

Рис. 41 
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Задача 42. У этой задачи два решения (см. рис. 42,а  
и 42,б). На рис. 42,б карточки с «девяткой» перевернуты. 

 
 

Рис. 42,а 

 

 
 

Рис. 42,б 
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3. ЗАДАЧИ 43–70 

Задача 43. Даны два обруча А и В и маленькие стан-
дартные прямоугольные карточки с написанными на них 
символами: 

1, 2, 3, 5, + , + , + 
(на каждой карточке написано по одному символу). 
Расположить на плоскости обручи и карточки так, что-

бы все карточки оказались внутри обручей, причем должны 
быть выполнены два условия: 

а) совокупность карточек внутри каждого обруча обра-
зует корректную запись числового выражения; 

б) значения обоих числовых выражений равны. 

Задача 44. То же условие, что и в задаче 43, но на кар-
точках написаны символы: 

1, 2, 3, 10, : (знак деления), – , –  

Задача 45. То же условие, что и в задаче 43, но на кар-
точках написаны символы: 

2, 5, 9, 14, : (знак деления), – , – 

Задача 46. Даны три обруча А, В, С и маленькие стан-
дартные прямоугольные карточки с написанными на них 
символами: 

1, 1, 1, 3, 3 
(на каждой карточке написано по одному символу). 
Разместить на плоскости обручи и карточки так, чтобы 

все карточки оказались внутри обручей, причем должны 
быть выполнены следующие два условия: 

а) внутри каждого обруча нет одинаковых карточек; 
б) суммы чисел на карточках внутри обручей равны 

между собой. 

Задача 47. То же условие, что в задаче 46, но теперь 
даны карточки с числами: 

1, 1, 1, 3, 3, 7 
(на каждой карточке написано по одному символу). 
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Задача 48. То же условие, что в задаче 46, но теперь 
даны карточки с числами: 

1, 1, 1, 3, 3, 4, 4, 5, 5 
(на каждой карточке написано по одному символу). 

Задача 49. То же условие, что в задаче 46, но теперь 
даны карточки с числами: 

1, 1, 1, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 7 
(на каждой карточке написано по одному символу). 

Задача 50. Даны три обруча и четыре одинаковые ма-
ленькие карточки.  

Разместить обручи и карточки на плоскости так, чтобы 
внутри каждого обруча оказалось ровно две карточки. 

Задача 51. Даны два обруча А и В и маленькие прямо-
угольные карточки с написанными на них числами:  

1, 2, 2, 7, 7, 10 
(на каждой карточке написано ровно одно число).  
Разместить на плоскости обручи и карточки так, чтобы 

все карточки оказадись внутри обручей и, кроме того, были 
выполнены два условия: 

а) внутри каждого из обручей нет одинаковых карточек; 
б) сумма чисел на крточках внутри обруча В вдвое 

больше суммы чисел на карточках внутри обруча А. 

Задача 52. Даны два обруча А и В и маленькие прямо-
угольные карточки с написанными на них числами:  

1, 2, 2, 3 , 5, 5, 7, 7, 8 
(на каждой карточке написано ровно одно число).  
Разместить на плоскости обручи и карточки так, чтобы 

все карточки оказадись внутри обручей и, кроме того, были 
выполнены два условия: 

а) внутри каждого из обручей нет одинаковых карточек; 
б) сумма чисел на карточках внутри обруча В равна 

сумме чисел на карточках внутри обруча А. 
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Задача 53. Даны три обруча А, В, С и маленькие пря-
моугольные карточки с написанными на них числами: 

1, 1, 3, 3 , 3, 4, 4, 4  
(на каждой карточке написано ровно одно число).  
Разместить на плоскости обручи и карточки так, чтобы 

все карточки оказадись внутри обручей и, кроме того, были 
выполнены два условия: 

а) внутри каждого из обручей нет одинаковых карточек; 
б) суммы чисел на карточках внутри обручей равны 

между собой. 

Задача 54. Даны три обруча А, В, С и маленькие пря-
моугольные карточки с написанными на них числами:  

1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 6  
(на каждой карточке написано ровно одно число).  
Разместить на плоскости обручи и карточки так, чтобы 

все карточки оказадись внутри обручей и, кроме того, были 
выполнены два условия: 

а) внутри каждого из обручей нет одинаковых карточек; 
б) SA + SC = 8SB 

(здесь через SA, SB, SC обозначены суммы чисел на карточ-
ках внутри соответствующих обручей). 

Задача 55. Даны три обруча А, В, С и маленькие пря-
моугольные карточки с написанными на них символами:  

1, 2, 3, 4, 5, +, +, +, + 
(на каждой карточке написан ровно один символ).  
Разместить на плоскости обручи и карточки так, чтобы 

все карточки оказадись внутри обручей и, кроме того, были 
выполнены два условия: 

а) карточки внутри каждого из обручей образуют 
осмысленную запись некоторого числового выражения; 

б) TA + TC = 2TB 

(здесь через TA, TB, TC обозначены числовые выражения, об-
разованные карточками внутри соответствующих обручей). 
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Задача 56. Расположить на плоскости 3 обруча, 4 оди-
наковых маленьких квадрата и 4 одинаковых маленьких 
треугольника так, чтобы внутри каждого обруча оказалось 
в точности два квадрата и два треугольника.  

Задача 57. Расположить на плоскости 3 обруча, 6 оди-
наковых маленьких ромбов и 4 одинаковых маленьких тре-
угольника так, чтобы внутри каждого обруча оказалось в 
точности два ромба и два треугольника.  

Задача 58. Даны три обруча и девять маленьких карто-
чек с буквами:  

a, a, a, b, b, b, c, c, c  
(на каждой карточке написана одна буква).  
Расположить на плоскости обручи и карточки с буквами 

так, чтобы выполнялись условия: 
а) внутри каждого обруча содержатся ровно три пары 

одинаковых букв,  
б) внутри каждого из обручей ни одна буква не встреча-

ется более двух раз. 

Задача 59. Даны три обруча А, В, С и три карточки с 
числами 

5, 5, 5 (на каждой карточке написано ровно одно число).  
Расположить на плоскости обручи и карточки с числами 

так, чтобы все карточки оказалисть внутри обручей и, кро-
ме того, сумма SA + SB + SC делилась бы на 7. (Здесь через 
SA, SB, SC обозначены суммы чисел на карточках внутри 
соответствующих обручей). 

Задача 60. Даны три обруча А, В, С и три карточки с 
числами 

3, 3, 3 (на каждой карточке написано ровно одно число).  
Расположить на плоскости обручи и карточки с числами 

так, чтобы все карточки оказалисть внутри обручей и, кро-
ме того, сумма SA + SB + SC делилась бы на 7. (Здесь через 
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SA, SB, SC обозначены суммы чисел на карточках внутри 
соответствующих обручей). 

Задача 61. Даны три обруча А, В, С и три карточки с 
числами 

4, 4, 4 (на каждой карточке написано ровно одно число).  
Расположить на плоскости обручи и карточки с числами 

так, чтобы все карточки оказалисть внутри обручей и, кро-
ме того, сумма SA + SB + SC делилась бы на 7. (Здесь через 
SA, SB, SC обозначены суммы чисел на карточках внутри 
соответствующих обручей). 

Задача 62. Даны три обруча А, В, С и четыре карточки 
с числами 

5, 5, 5, 5  
(на каждой карточке написано ровно одно число).  
Расположить на плоскости обручи и карточки с числами 

так, чтобы все карточки оказалисть внутри обручей и, кро-
ме того, сумма SA + SB + SC делилась бы на 7. (Здесь через 
SA, SB, SC обозначены суммы чисел на карточках внутри 
соответствующих обручей).  

Задача 63. Даны три обруча А, В, С и четыре карточки 
с числами 

3, 3, 3, 3 
(на каждой карточке написано ровно одно число).  
Расположить на плоскости обручи и карточки с числами 

так, чтобы все карточки оказалисть внутри обручей и, кро-
ме того, сумма SA + SB + SC делилась бы на 7. (Здесь через 
SA, SB, SC обозначены суммы чисел на карточках внутри 
соответствующих обручей). 

Задача 64. Даны три обруча А, В, С и четыре карточки 
с числами 

4, 4, 4, 4  
(на каждой карточке написано ровно одно число).  
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Расположить на плоскости обручи и карточки с числами 
так, чтобы все карточки оказалисть внутри обручей и, кро-
ме того, сумма SA + SB + SC делилась бы на 7. (Здесь через 
SA, SB, SC обозначены суммы чисел на карточках внутри 
соответствующих обручей). 

Задача 65. Даны три обруча А, В, С и пять карточек с 
числами 

13, 13, 13, 13, 13 
(на каждой карточке написано ровно одно число).  
Расположить на плоскости обручи и карточки с числами 

так, чтобы все карточки оказалисть внутри обручей и, кро-
ме того, сумма SA + SB + SC делилась бы на 7. (Здесь через 
SA, SB, SC обозначены суммы чисел на карточках внутри 
соответствующих обручей). 

Залача 66. Даны три обруча А, В, С и три карточки с 
числами 

3, 4, 5 (на каждой карточке написано ровно одно число).  
Расположить на плоскости обручи и карточки с числами 

так, чтобы все карточки оказалисть внутри обручей и, кро-
ме того, сумма SA + SB + SC делилась бы на 7. (Здесь через 
SA, SB, SC обозначены суммы чисел на карточках внутри 
соответствующих обручей). 

Задача 67. Даны двенадцать маленьких квадратных 
карточек с написанными на них номерами: 1, 2, 3, …, 12. 
Выложить из этих карточек равносторонний треугольник 
АВС так, чтобы на каждую сторону треугольника приходи-
лось ровно пять карточек.  

Задача 68. Даны три обруча и равносторонний тре-
угольник, выложенный из двенадцати маленьких пронуме-
рованных квадратных карточек (см. предыдущую задачу). 
Разместить на плоскости обручи и пронумерованные кар-
точки так, чтобы внутрь первого обруча попали те и только 
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те карточки, которые выложены вдоль стороны АВ тре-
угольника АВС, внутрь второго обруча – те и только те 
карточки, которые выложены вдоль стороны ВС треуголь-
ника АВС, а внутрь третьего обруча – те и только те кар-
точки, которые выложены вдоль стороны АС треугольника 
АВС.  

Задача 69. К пяти граням кубика пришпилены малень-
кие карточки с числами: 1, 2, 3, 5, 6 (число 4 пропущено). 
Попробуйте разместить на плоскости эти карточки и три 
обруча А, В, С так, чтобы все карточки находились внутри 
обручей, причем внутри одного и того же обруча находи-
лись те и только те карточки, которые соприкасались друг с 
другом вдоль общего ребра кубика.  

Задача 70. К шести граням кубика пришпилены ма-
ленькие карточки с числами: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Разместить на 
плоскости эти карточки и три обруча А, В, С так, чтобы все 
карточки находились внутри обручей, причем внутри одно-
го и того же обруча находились те и только те карточки, 
которые не соприкасались друг с другом вдоль общего реб-
ра кубика.  
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4. ДИАГРАММЫ ЭЙЛЕРА  
И ПРОВЕРКА ПРАВИЛЬНОСТИ ФОРМЫ 

УМОЗАКЛЮЧЕНИЙ 

В этом разделе мы разберем несколько примеров при-
менения диаграмм Эйлера к проверке правильности формы 
простейших умозаключений. Речь пойдет, прежде всего, о 
трех важнейших типах умозаключений (а именно: об 
утверждающем модусе, отрицающем модусе и законе сил-
логизма). Все эти три типа умозаключений в известной 
мере доступны младшим школьникам семи-восьми лет (см. 
[11]). Впрочем, как отмечается в [11], дети в этом возрасте 
плохо отличают “на слух” умозаключения правильной 
формы от внешне похожих на них умозаключений непра-
вильной формы. Зрительное подкрепление законов логики, 
которое дают диаграммы Эйлера при надлежащем их ис-
толковании учителем, могут, на наш взгляд, помочь детям в 
процессе формирования у них логического понятийного 
мышления (см. в этой связи также [12]). 

Итак, приведем примеры трех вышеперечисленных ти-
пов умозаключений.  

 
Три важнейших умозаключения правильной формы  

1. Утверждающий модус 

Если идет дождь, то Петя смотрит телевизор (большая 
посылка) 

Идет дождь (малая посылка) 
___ 
Петя смотрит телевизор (вывод) 
 



 68 

2. Отрицающий модус 

Если идет дождь, то Петя смотрит телевизор (большая 
посылка) 

Петя не смотрит телевизор (малая посылка) 
___ 
Дождь не идет (вывод) 

3. Закон силлогизма 

Если идет дождь, то Петя смотрит телевизор (большая 
посылка) 

Если Петя смотрит телевизор, то он волнуется (малая 
посылка) 

___ 
Если идет дождь, то Петя волнуется (вывод) 
 

Приведем теперь три умозаключения неправильной 
формы, которые кажутся многим детям семи – восьми лет 
столь же законными, как и приведенные выше умозаклю-
чения правильной формы.  

Три «умозаключения» неправильной формы  

1'.  
Если идет дождь, то Петя смотрит телевизор (большая 

посылка) 
Петя смотрит телевизор (малая посылка) 
___ 
Идет дождь (неверный вывод) 
 
2'.  
Если идет дождь, то Петя смотрит телевизор (большая 

посылка) 
Дождь не идет (малая посылка) 
___ 
Петя не смотрит телевизор (неверный вывод) 
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3'.  
Если идет дождь, то Петя смотрит телевизор (большая 

посылка) 
Если у Пети завтра контрольная, то он волнуется (малая 

посылка) 
___ 
Если идет дождь, то Петя волнуется (неверный вывод)  
 

Разберем теперь возможность применения диаграмм 
Эйлера к обоснованию правильности формы умозаключе-
ний типа 1–3 и неправильности формы «умозаключений» 
типа 1'–3'. Чтобы избежать ненужных повторов в рассуж-
дениях, мы ограничимся рассмотрением примеров 1 и 1'. 

Итак, нарисуем на листе бумаги маленький круг А; 
каждая точка внутри этого круга отвечает какой-то ситуа-
ции, когда идет дождь. (Точек внутри круга бесконечно 
много, точно так же существует бесконечно много ситуа-
ций, когда мы можем утверждать, что идет дождь. Дождь 
может быть холодным, чуть потеплее, и т.д.) 

Далее, нарисуем на том же листе бумаги большой круг 
В, каждая точка внутри которого отвечает некоторой ситу-
ации, когда Петя смотрит телевизор. (Таких ситуаций, как и 
точек внутри большого круга, бесконечно много. Петя мо-
жет сидеть рядом с телевизором, чуть подальше, еще чуть 
подальше и т.д.) 

Для того, чтобы большая посылка в нашем Утвержда-
ющем модусе была истинной, нам необходимо было нари-
совать круг В так, чтобы круг А оказался целиком внутри 
круга В. Действительно, пусть идет дождь, т.е. реализуется 
какая-то из возможных ситуаций, изображенных точками 
внутри круга А. Но, выбирая точку внутри А, мы автомати-
чески оказываемся внутри круга В, и это значит, что «Петя 
смотрит телевизор». (При этом для нас не имеет значения, 
насколько далеко Петя расположился от экрана.) 
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Нетрудно видеть, что если бы мы на нашем рисунке 
нарушили требование, что круг А должен целиком содер-
жаться внутри круга В, то тогда такой рисунок перестал бы 
соответствовать большой посылке нашего Утверждающего 
модуса. 

Покажем теперь, как наш рисунок иллюстрирует пра-
вильность формы Утверждающего модуса (см. рис. 43). 

 
 

Рис. 43 
 

Как мы уже было сказано выше, истинность большой 
посылки обеспечивается на нашем рисунке тем фактом, что 
круг А расположен целиком внутри круга В. Перейдем те-
перь к рассмотрению малой посылки («Идет дождь»). Ис-
тинность этой посылки означает, что мы должны выбрать 
какую-то точку Т внутри круга А. Какую бы точку Т внут-
ри А мы ни выбрали, эта точка автоматически оказывается 
внутри круга В, что означает «Петя смотрит телевизор», 
т.е. вывод Утверждающего модуса оказывается истин-
ным всегда, независимо от того, какую точку Т внутри 
А мы выбрали. Подчеркнем, что истинность вывода в 
Утверждающем модусе получена нами исходя исключи-
тельно из предположения об истинности обеих посылок, а 
не является сведением, полученным откуда-то еще. 
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Итак, рис. 43 иллюстрирует правильность формы 
Утверждающего модуса. 

Покажем, как с помощью этого же рисунка можно 
обосновать неправильность формы «умозаключения» 1'.  

Для этого достаточно, опираясь на рис. 43, показать, что 
истинность обеих посылок в «умозаключении»1' не гаран-
тирует истинности вывода. 

Действительно, истинность большой посылки в «умоза-
ключении» 1' обеспечена на нашем рисунке тем геометри-
ческим фактом, что круг А содержится внутри круга В. 
Перейдем теперь к малой посылке («Петя смотрит телеви-
зор»). Так как мы считаем эту посылку тоже истинной, то 
нам необходимо выбрать какую-то точку внутри круга В. 
Однако мы не обладаем никакими дополнительными све-
дениями о том, при каких условиях Петя смотрит телеви-
зор. Поэтому наш выбор точки внутри В не может быть 
ограничен каким-то дополнительным способом. Грубо го-
воря, мы должны перепробовать все точки внутри В и каж-
дый раз получать истинный вывод. Но этого как раз и не 
происходит. Взяв точку S внутри В, но вне А, мы получим, 
что вывод, который предлагается в «умозаключении» 1' 
неверен. Это, в свою очередь, означает, что «умозаключе-
нием» 1' нельзя пользоваться в рассуждениях. 

Аналогичным образом могут быть интерпретированы и 
проверены на диаграммах Эйлера остальные перечислен-
ные выше умозаключения и «умозаключения». 

Замечание. Подчеркнем, что предложенное выше ис-
пользование графических моделей (диаграмм Эйлера) в 
качестве зрительной опоры для развития логики не предпо-
лагает знакомства с такими понятиями как «множество», 
«элемент множества», «квантор». Тем самым упомянутые 
модели оказываются, на наш взгляд, пригодными для рабо-
ты с детьми младшего школьного возраста. 
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5. ДИАГРАММЫ ЭЙЛЕРА И РАСКРАСКИ 

В этом разделе мы приведем две комбинаторные зада-
чи, в формулировке которых сочетается использование 
диаграмм Эйлера с некоторыми идеями из курса «Матема-
тика и информатика» А.Л. Семенова (см. [2]). По мнению 
авторов, серии подобных задач должны способствовать 
умению организовывать перебор вариантов с учетом как 
одинаковости пересчитываемых объектов, так и возмож-
ного их совпадения.  

Рассмотрим вначале следующий  

Пример. 
Нарисуем на плоскости две пересекающиеся окружно-

сти, которые будем обозначать через А и В соответственно, 
а внутри этих окружностей разместим шесть одинаковых 
фигурок -маленьких белых треугольников (см. рис. 44).  

 

 
 

Рис. 44 
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Некоторые из этих треугольников мы будем закраши-
вать черным цветом и затем подсчитывать количество раз-
личных вариантов раскраски при условии, что два варианта 
раскраски считаются эквивалентными, если выполнены 
следующие два условия: 

Условие 1. Количество фигурок каждого цвета внутри 
А одно и то же при обоих вариантах раскраски. 

Условие 2. Количество фигурок каждого цвета внутри 
В одно и то же при обоих вариантах раскраски. 

Таким образом, представленные на рис. 45–47 варианты 
раскраски эквивалентны друг другу (в вышеописанном 
смысле). 

А на рис. 48 представлен вариант, не эквивалентный 
трем предыдущим.  

 
 
 

 
 

Рис. 45 
 
 



 74 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 46 
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Рис. 47 
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Рис. 48 

 
Замечание. Если бы мы потребовали, чтобы выполня-

лось следующее дополнительное условие «Общее количе-
ство фигурок каждого цвета должно совпадать для двух 
эквивалентных раскрасок», то, очевидно, раскраску, пред-
ставленную на рис.47, уже нельзя было бы считать эквива-
лентной раскраскам на рис. 45 и 46. Мы, однако, предпочи-
таем не налагать вышеупомянутого дополнительного 
условия, поскольку при этом условии задача перебора всех 
различных (попарно не эквивалентных друг другу) раскра-
сок становится менее интересной. 

Задача 71. Сколько существует различных (попарно не 
эквивалентных друг другу) раскрасок для рис.44, если каж-
дый треугольник может быть покрашен в один из трех цве-
тов: белый, черный, красный? 

Замечание. Ниже в задаче 72, в отличие от задачи 71, 
мы имеем дело с двумя сортами фигурок внутри окружно-
стей, а в задаче 73 – не с двумя окружностями, а с тремя. 
Поэтому условия 1 и 2, гарантирующие эквивалентность 
двух раскрасок, должны быть переформулированы следу-
ющим образом. 
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Условие эквивалентности двух раскрасок. Для фигу-
рок каждого сорта количество фигурок каждого цвета 
внутри окружности А одно и то же при обоих вариантах 
раскраски; аналогичные условия должны выполняться для 
фигурок внутри окружности В, а также для фигурок 
внутри окружности С.  

Задача 72. Сколько существует различных (попарно не 
эквивалентных друг другу) раскрасок для рис. 49, если 
каждая фигурка внутри окружностей может быть покраше-
на в один из трех цветов: белый, черный, красный?  

 
Рис. 49 
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Задача 73. а) Сколько существует различных (попарно 
не эквивалентных друг другу) раскрасок для рис.50, если 
каждый пятиугольник внутри окружностей может быть 
покрашен в один из двух цветов (белый, черный)?  

б) Тот же вопрос, если цветов для раскраски – три (бе-
лый, красный, черный). 

 
 

Рис. 50 
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6. ДИАГРАММЫ ЭЙЛЕРА  
И ЧИСЛОВОЙ ПЕРЕБОР 

В этом разделе мы приведем постановку еще одной за-
дачи, в которой требуется организовать рациональный пе-
ребор вариантов. Как и в предыдущем разделе, мы перено-
сим некоторые идеи «теории мешков» А.Л.Семенова на 
случай диаграмм Эйлера. Итак, будем считать, что на плос-
кости расположены три обруча А, В, С (см. рис. 51). 

 
 

Рис. 51 
 

Предположим далее, что в нашем распоряжении имеет-
ся достаточное для наших целей количество карточек, на 
каждой из которых написано одно из натуральных чисел 1, 
2, 3, … n. Карточки, на которых написаны одинаковые чис-
ла, будем считать одинаковыми. 
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Поместим теперь несколько наших числовых карточек 
(среди которых могут встречаться одинаковые) внутрь 
обручей (см., например, рис. 52). Получившуюся в резуль-
тате картинку будем называть расположением числовых 
карточек. 

Два расположения числовых карточек будем называть 
эквивалентными, если внутри обруча А количество кар-
точек каждого сорта одно и то же при обоих располо-
жениях; аналогичные условия должны выполняться для 
карточек внутри обруча В, а также для карточек внутри 
обруча С.  

 
Например, расположения числовых карточек на рис. 52 

и 53 – эквивалентны друг другу. 

  
 

Рис. 52 
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Рис. 53 
 

Задача 74. Сколько существует различных (попарно не 
эквивалентных друг другу) расположений числовых карто-
чек, при которых сумма чисел на карточках внутри обруча 
А равна 5, сумма чисел на карточках внутри В равна 6, а 
сумма чисел на карточках внутри С равна 7? 
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7. ТРИ ЗАДАЧИ НА ПЕРЕБОР ВАРИАНТОВ  
С УЧЕТОМ СКРЫТОЙ СИММЕТРИИ 

В этом разделе мы приводим задачи, примыкающие по 
своему характеру к задачам из разделов 1 и 3, но требую-
щие для своего решения несколько иного подхода.  

Задача 75. Даны два больших обруча А и В и, кроме то-
го, карточки треугольной и квадратной формы с написан-
ными на них числами (см. рис. 54). Требуется разместить 
на плоскости обручи и карточки так, чтобы одновременно 
выполнялись три условия: 

а) внутри обоих обручей содержалось одно и то же ко-
личество треугольных карточек; 

б) внутри обоих обручей содержалось одно и то же ко-
личество квадратных карточек; 

в) суммы чисел на карточках внутри обоих обручей бы-
ли равны между собой. 

(Класть все карточки одновременно внутрь обоих обру-
чей запрещается.)  

 
 

Рис. 54 
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Задача 76. Даны три больших обруча А, В, С и, кроме 
того, карточки треугольной и квадратной формы с напи-
санными на них числами (см. рис. 55). Требуется разме-
стить на плоскости обручи и карточки так, чтобы одновре-
менно выполнялись три условия: 

а) внутри каждого из обручей содержалось одно и то же 
количество треугольных карточек; 

б) внутри каждого из обручей содержалось одно и то же 
количество квадратных карточек; 

в) суммы чисел на карточках внутри каждого из обру-
чей были равны между собой. 

(Класть все карточки одновременно внутрь всех трех 
обручей запрещается.)  

 
 

Рис. 55 
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Задача 77. То же условие, что и в предыдущей задаче, 
только числовые карточки изображены теперь на рис. 56. 

 

 
 

Рис. 56 
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8. НОВЫЕ ТЕКСТОВЫЕ ЗАДАЧИ 

Задача 78. Из всех учеников школы только Маша и Ка-
тя входят одновременно в группу из шестидесяти самых 
лучших и в группу из семидесяти самых худших учеников. 
Сколько учеников в школе? 

Задача 79. Из всех учеников школы только Маша и Ка-
тя не являются одновременными участниками группы из 
сорока самых лучших и группы из сорока самых худших 
учеников. Сколько учеников в школе? 

Задача 80. Из всех учеников школы только Маша и Ка-
тя не являются одновременными участниками группы из 
тридцати самых лучших и группы из двадцати восьми са-
мых худших учеников. Сколько учеников в школе? 

Задача 81. Из всех учеников школы только Маша, Катя 
и Петя не являются одновременными участниками группы 
из тридцати самых лучших и группы из двадцати восьми 
самых худших учеников. Может ли так быть? 

Задача 82. Из всех учеников школы только Маша, Ка-
тя, Петя и Вася не являются одновременными участника-
ми группы из тридцати самых лучших и группы из два-
дцати восьми самых худших учеников. Сколько учеников 
в школе? 

Задача 83. Из всех учеников школы только k детей не 
являются одновременными участниками группы из m са-
мых лучших учеников и группы из n самых худших учени-
ков. Сколько учеников в школе? При каких k, m, n задача 
имеет решение? (Предполагается, что множество детей, 
входящих одновременно в состав обеих групп, непусто.) 
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Решение. Обозначим через х число тех худших учени-
ков, которые не вошли в состав m лучших учеников; через 
у – число тех лучших учеников, которые не вошли в состав 
n худших учеников; через z – число учеников, одновремен-
но вошедших в состав m лучших и n худших учеников  
(см. рис. 57). 

 

Рис. 57 

Сразу же получаем систему из трех уравнений: 

x + y = k, 

x + z = n, 

y + z = m.    (*) 

Складывая два последних уравнения системы (*), име-
ем: 

x + y + 2z = n + m, 

откуда, учитывая первое уравнение системы (*), получаем: 

k + 2z = n + m, 

т.е. 

z = (n + m – k)/2. 

Подставляя найденное значение z в два последних 
уравнения системы (*), легко получаем: 
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x = n – (n + m – k)/2 = (n – m + k)/2, 

y = m – (n + m – k)/2 = (m – n + k)/2.  (**) 

Таким образом, для того, чтобы поставленная задача 
имела решение, помимо очевидного требования неотрица-
тельности чисел (n + m – k), (n – m + k) и (m – n + k), необ-
ходимо еще потребовать, чтобы число k имело ту же чет-
ность, что и разность n – m. (Последнее требование, 
очевидно, эквивалентно тому, что k должно иметь ту же 
четность, что и сумма n + m.)  

Задача 84. В школе все ученики занимаются хотя бы 
одним из трех видов спорта. При этом: 

– только Петя входит одновременно в состав 40 футбо-
листов и 40 баскетболистов;  

– только Вася и Гриша входят одновременно в состав 40 
баскетболистов и 40 шахматистов; 

– только Саша, Алеша и Миша входят одновременно в 
состав 40 шахматистов и 40 футболистов. 

Сколько учеников в школе? 

Задача 85. В школе все ученики занимаются хотя бы 
одним из трех видов спорта. При этом: 

– только один ученик не является одновременным 
участником группы из 40 футболистов и группы из 39 бас-
кетболистов;  

– только трое учеников не являются одновременными 
участниками группы из 39 баскетболистов и группы из 38 
шахматистов; 

– только двое учеников не являются одновременными 
участниками группы из 38 шахматистов и группы из 40 
футболистов. 

Сколько учеников в школе? 

Задача 86. В лицее с углубленным изучением ино-
странных языков только один Петя не является одновре-
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менным участником группы из сорока учеников, изучаю-
щих английский язык, и группы из 39 учеников, изучаю-
щих французский язык. Кроме того, только Вася, Маша и 
Галя не являются одновременными участниками группы из 
39 учеников, изучающих испанский язык, и группы из 37 
учеников, изучающих японский язык. Сколько учеников в 
лицее? 

Задача 87. Известно, что в лицее с углубленным изуче-
нием иностранных языков: 

А) только один Петя одновременно входит в состав 
группы из сорока пяти учеников, изучающих английский 
язык, и в состав группы из 36 учеников, изучающих фран-
цузский язык; 

Б) при этом только Вася, Маша и Галя не являются од-
новременными участниками группы из 79 учеников, изу-
чающих испанский язык, и группы из 77 учеников, изуча-
ющих японский язык.  

Сколько учеников в лицее? 

Решение. Из условия А) следует, что в лицее не меньше 
80 человек, а из условия Б) – что в лицее ровно 80 человек. 
Итак, условия не противоречат друг другу, и в лицее учится 
80 человек. 

Задача 88. В школе все дети изучают хотя бы один из 
двух иностранных языков – французский или английский. 
При этом 40 человек изучают английский, а 34 – француз-
ский. Известно также, что произведение числа детей, изу-
чающих только английский, на число детей, изучающих 
только французский, равно 7. Сколько учеников в школе? 

Задача 89. В школе все дети изучают хотя бы один из 
двух иностранных языков – французский или английский. 
При этом 40 человек изучают английский, а 34 – француз-
ский. Известно также, что произведение числа детей, изу-
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чающих только английский, на число детей, изучающих 
только французский, равно 16. Сколько учеников в школе? 

Решение. Из условия задачи легко следует, что раз-
ность между числом детей, изучающих только английский, 
и числом детей, изучающих только французский, должна 
равняться 6. Таким образом, нам нужно представить число 
16 в виде произведения двух множителей, разность между 
которыми равна 6. Очевидно, что единственное представ-
ление числа 16 в таком виде – это 16 = 8×2. Отсюда заклю-
чаем, что число детей, изучающих только французский, 
равно 2. Теперь ясно, что общее число детей в школе равно 
40 + 2 = 42.  

Задача 90. В школе учится всего 40 детей, причем каж-
дый из них изучает хотя бы один из двух иностранных язы-
ков – французский или английский. При этом произведение 
числа детей, изучающих только английский, на число де-
тей, изучающих только французский, равно 13. Сколько 
детей изучают оба языка? 

Задача 91. В школе учится всего 40 детей, причем каж-
дый из них изучает хотя бы один из двух иностранных язы-
ков – французский или английский. При этом произведение 
числа детей, изучающих только английский, на число де-
тей, изучающих только французский, равно 169. Сколько 
детей изучают оба языка? 

Задача 92. В классе учится всего 10 детей, причем каж-
дый из них изучает хотя бы один из двух иностранных язы-
ков – французский или английский. При этом произведение 
числа детей, изучающих только английский, на число де-
тей, изучающих только французский, равно 20. Сколько 
детей изучают оба языка? 
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Задача 92а. В классе каждый ребенок изучает хотя бы 
один из двух иностранных языков – французский или ан-
глийский. При этом число детей, изучающих только один 
язык, составляет 8/13 от числа детей, изучающих оба языка. 
Известно также, что число детей в классе не больше 40. 
Сколько детей учится в классе? 

Задача 93. В классе все ученики изучают по крайней 
мере один из двух иностранных языков – испанский или 
итальянский. При этом произведение трех чисел: числа 
учеников, изучающих только испанский, числа учеников, 
изучающих только итальянский, и числа учеников, изуча-
ющих оба эти языка, равно 29. Сколько учеников в классе?  

Задача 94. На плоскости нарисовали три окружности, 
разбивающие ее на максимально возможное количество 
областей. Затем внутри каждой из образовавшихся обла-
стей отметили некоторое количество точек. После чего 
вычислили произведение количеств отмеченных точек и 
получили число 13. Сколько точек отметили на плоскости?  

Задача 95. На плоскости нарисовали три окружности, 
разбивающие ее на максимально возможное количество 
областей. Затем внутри каждой из образовавшихся обла-
стей отметили некоторое количество точек, причем всего 
отмеченных точек было не больше пятидесяти. После чего 
вычислили произведение количеств отмеченных точек и 
получили число 49. Сколько точек отметили на плоскости?  

Задача 96. На плоскости нарисовали четыре овала, раз-
бивающие ее на 16 областей (попробуйте сделать это!). 
Затем внутри каждой из образовавшихся областей отмети-
ли некоторое количество точек. После чего вычислили 
произведение количеств отмеченных точек и получили 
число 13. Сколько точек отметили на плоскости?  



 91

Задача 97. На плоскости нарисовали четыре овала, раз-
бивающие ее на 16 областей. Затем внутри каждой из обра-
зовавшихся областей отметили некоторое количество то-
чек, причем всего отмеченных точек было не больше 
пятидесяти. После чего вычислили произведение количеств 
отмеченных точек и получили число 49. Сколько точек 
отметили на плоскости? 

Задача 98. На плоскости нарисовали четыре овала, раз-
бивающие ее на 16 областей. Затем внутри каждой из обра-
зовавшихся областей отметили некоторое количество  
точек. После чего вычислили произведение количеств от-
меченных точек и получили число 1024. Какое наименьшее 
количество точек могло быть отмечено на плоскости? 

Задача 99. На плоскости нарисовали две окружности 
так, что они разбивают ее на четыре области. Затем внутри 
каждой из образовавшихся областей отметили некоторое 
количество точек. После чего вычислили произведение 
количеств отмеченных точек и получили число 210. Какое 
наименьшее число точек могли отметить?  

Задача 100. На плоскости нарисовали две окружности 
так, что они разбивают ее на четыре области. Затем внутри 
каждой из образовавшихся областей отметили некоторое 
количество точек. После чего вычислили произведение 
количеств отмеченных точек и получили число 770. Какое 
наименьшее число точек могли отметить? 

Задача 101. На плоскости расположены два обруча и 
две маленькие фишки. Два расположения обручей и фишек 
считаем одинаковыми, если из одного расположения можно 
перейти в другое, непрерывно перемещая обручи и фишки 
так, что фишки не перепрыгивают через обручи. Требуется 
выяснить, сколько существует различных расположений на 
плоскости двух обручей и двух фишек, если: 
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А) обручи разные (один красный, другой синий) и фиш-
ки разные (одна желтая, другая зеленая); 

Б) обручи одинаковые и фишки одинаковые; 
В) обручи разные, а фишки одинаковые; 
Г) обручи одинаковые, а фишки разные. 

Замечание. При установлении одинаковости располо-
жения перечисленных предметов мы пренебрегаем тем, что 
один обруч может налегать на другой. Аналогичного со-
глашения мы придерживаемся и в следующей задаче. 

Задача 102. На плоскости расположены три обруча и 
две маленькие фишки. Требуется выяснить, сколько суще-
ствует различных (см. задачу 101) расположений на плоско-
сти этих обручей и фишек, если: 

А) все обручи разные и фишки разные; 
Б) все обручи одинаковые и фишки одинаковые; 
В) все обручи разные, а фишки одинаковые; 
Г) все обручи одинаковые, а фишки разные. 
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